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B-spline曲線による形状デザインおよび 
破壊線の最適化に関する基礎的研究 
 
 STUDY ON OPTIMIZATION OF SHAPE DESIGN 
 AND SLIP LINE WITH B-SPLINE CURVE 
山口 清道 
Kiyomichi YAMAGUCHI  
指導教員 竹内 則雄 
 
法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
This study shows a method with B-spline curve in determining shape of optimization on shape design and 
slip line. The B-spline curve is high compatible with CAD and be able to express a smooth curve. So the 
usefulness of this method is verified by design variable of shape optimization with control points of B-spline 
curve. In the optimization problem of the shape design, the air resistance force that affects the air deflector of a 
track was able to be decreased. In addition, in the shape of the slip line problem, the slope stability analysis can 
be applied optimization. And slip line by b-spline was led to minimum safety factor. 
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１． はじめに 
最適設計における重要なパラメータとして，設計変
数・目的関数・制約条件の３つをあげることができる．
形状最適問題では，形状モデルが設計変数となる．例え
ば，従来の形状デザインの最適化では，数値計算用の形
状モデルである計算格子の節点を設計変数としていた．
そのため，格子を細かくして数値計算の精度を上げるに
つれて，設計変数の個数も増加する．この設計変数の個
数が膨大な量になるほど，最適設計サイクルでの計算時
間が増加する．また，格子の節点間は線形的に表すため，
求めた最適解の形状が歪んでしまう欠点がある．  
最適化に利用される数値解析として有限要素法などが
用いられている．一般的な有限要素法による離散化解析
では，格子生成のために，CAD(Computer Aided Design)
データで生成された滑らかな曲線が失われてしまう欠点
が生じる．こういった点を克服するため，Hughes[1][2]
らは，CADの形状表現である B-spline曲線をそのまま試
行関数とする Isogeometric解析を提案している[3]．こ
の方法によれば，格子生成をしても CADデータが失われ
ず，再設計時にも一連のデータで設計が可能である． 
前述の最適設計の欠点を改善する方法として，この解
析法による改善方法を適用することが考えられる．その
ためには，設計変数を有限要素法の格子に対する最適デ
ザインではなく，CADの形状表現である B-spline曲線を
用い，初期設計時の B-spline曲線そのものを最適化する
方法が考えられる． 
そこで本研究では，有限要素法などで用いられている
格子などに影響を受けない新しい形状デザインのための
最適化手法を開発することを目的として，形状決定方法
に B-spline曲線を用いた場合の有用性を検証する．すな
わち，設計変数として制御点を用いて補間する B-spline
曲線を用い，外部形状や内部すべり線に関する最適化問
題に対する検証を行う． 
はじめに外部形状に対する最適化として，従来の計算
格子の節点を用いた形状決定方法による問題点の改善を
試みる．具体例としてトラックの導風板モデルに対して，
空気抵抗力最小化を行い，導風板の最適形状を導く．な
お，B-spline曲線を用いた最適解のモデルが複雑な流体
特性を考慮されているかも検証する．次に，斜面安定解
析における内部すべり線に対して，最適化の考えを取り
入れ，B-spline曲線の自由形状によりこのすべり線を決
定する．無限長斜面に対して，安全率の最小化を行い，
破壊が起きる確率の高いすべり線形状を求める．それに
より，従来方法の円弧形状を用いる方法とは異なる新し
いすべり線決定方法(安全率の計算方法)を提案する． 
  
２． B-spline曲線の計算方法 
B-splineとは Basis-splineのことで，spline関数の基礎を
表している．spline曲線はこの B-spline関数の重ね合わせ
で表現される[4]．また，spline曲線を表す場合，通過点
と制御点を用いる２つの表現方法がある．ここでは，設
計の簡易性を求めるために制御点を設計変数とする．関
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数の重ね合わせと制御点を補間する事により，少ない設
計変数で様々な曲線を滑らかに表現することができる． 
B-spline曲線の特徴である，基底関数の重ね合わせによ
る補間方法で用いる  (K-1) 次のB-splineの基底関数 
 は漸化式で 
 
   
             (1) 
 
と表すことができる．これは  の節点
において  に関する  階の差分商をとったもの，パ
ラメータ   は，  番目のデータ点に対して
 の範囲の値をとる．ここ
で，出発値として図１および式(2) の 0 次  の
基底関数を用いる． 
 
   (2) 
 
  
図１ ０次  の基底関数 
 
続いて図２の1次・2次…のように必要とされる次数の
B-splineまで基底関数を重ね合わせて求める． 
 
  
 
図２ 1次 ・2次 ・3次 の基底関数 
 
N個の制御点が指標として与えられたとき，この基底
関数を用いて，次式のように表せる． 
    
    (3) 
 
ここで，  はデータ点の座標あり，  は K 階
の基底関数である．パラメータ  は  番目のデータ点
に対して  の範囲の値
をとる． 
 
３． 流体解析での外部形状最適化問題 
（１）導風板モデルについて 
形状最適デザインのモデル例として，図３に示すトラ
ックの導風板を取り上げる． 
 
 
図３ トラックの導風板[5] 
 
 
図４ 解析モデルと計算領域 
 
モデル化にあたり，導風板形状は，図４のように，x
方向の幅 1600㎜，y方向の高さ 640㎜，z方向の奥行 2000
㎜とする．計算領域は導風板先端から x方向に-2500㎜，
y方向 3500㎜とする．なお，2次元モデルを想定するが
計算上 z方向に 400㎜与える．流れを単純にするために，
運転席部分はモデルに含めず導風板だけの流れを把握し，
計算領域は導風板と後方の荷台までとする．高速道路を
時速 80㎞で走行していると想定し，モデルまわりの初期
流速を時速 80㎞と設定する． 
 
（２）従来の計算格子での形状定義方法 
一般的に製品開発などにおける構造または流体最適設
計手法での設計変数の設け方は，有限要素法などの計算
格子で定義するケースがほとんどである．この方法の欠
点は，図５のように数値計算の精度向上や形状の近似精
度向上のために計算格子を細かくしていくと，設計変数
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が増加し計算時間の増加にも影響する．また，各設計変
数の間を線形で表しているので，図６のように最適形状
の結果が歪んだ形状になってしまう可能性もある．その
場合の再設計に対しても，再び新しい計算格子を定義し
なければならない欠点が生じる．本研究では，B-spline
曲線を設計変数に用いて改善を試みる． 
 
 
図５ 計算精度向上の影響による設計変数増加 
 
 
図６ 歪んだ形状の最適結果 
 
（３）B-spline曲線を用いた場合の設計変数 
設計変数は３次 B-spline曲線の制御点における , 座
標であり，３次の B-spline関数は図１と図２の基底関数
の重ね合わせにより図７のように導ける．形状モデルを
表現するために，制御点個数を５点に制約して設計を行
う．つまり， ,  座標の２次元問題なので設計変数の個
数は，(２×５)個の 10 個となる．図８の赤点は制御点
 を表しており，黄点は制御点と対応する通過点を大
文字の  で表している．たとえば，制御点  は
B-spline 曲線の計算式(3) により通過点  に対応
している． 
 
 
図７ 3次 B-spline曲線の基底関数 
 
 
図８ 設計変数５点 
（４）目的関数 
適用例のトラックの導風板形状では，燃費向上や乗り
心地安全性を考慮するため，空気抵抗力を目的関数とし，
最小化を考える．流体抵抗の評価方法として，物体表面
に働く応力を直接積分して計算する方法を用いる[6]． 
応力テンソル  の成分により垂直応力とせん断応力
が求められる．また，物体表面上の外向き単位法線ベク
トルを  とすると，物体表面に働く単位面積
あたりの力のベクトルは，  で与えられる．したが
って，x軸方向に働く流体力 R は物体表面上  で積分
することにより以下のようになる． 
 
      (4) 
 
ここで，圧力に比べ粘性による力が小さいので無視し，
以下のように考える． 
 
      (5) 
 
 
図９ 流体抵抗の積分範囲 
 
 いま，図９のようにモデルの各通過点間を直線で近似
して式(4)を適応させる．また，大気圧  と各通過点
間の圧力  ，せん断力  ，法線ベクトル , を
考慮すると， 
 
 (6) 
 
ただし，  である．  も圧力に比べ小さ
くなるが，  が表す x軸方向の設計変数を最適化計算
に入れるため，  に影響するせん断応力は無視しない．
ここで設計変数を x，yの合計 10個の制御点を用いて形
状を定義するため，目的関数の空気抵抗力を求める式(6)
の  に，この設計変数を組み込む必要があ
る．まず，各法線は通過点  の差分なので， 
 
      (7) 
 
      (8) 
 
となり，式(6)に代入し，制御点座標に変形させると，空
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気抵抗力を制御点の設計変数により表せる． 
 
 
                           
   (9) 
 
（５）制約条件 
適用例では，形状の有用性・安全性から設計変数など
を用いる．導風板形状の制約は，運転席と荷台によって
始点と終点が定義される．すなわち，10個の設計変数の
内の，4 つの端点 ， ， ，  を固定する
ために，式(10),(11),(12) の等式制約とする． 
 
   (10) 
 
   (11) 
 
   (12) 
 
中間にある  , ,  
の制御点は曲線が交差しないように，各節点の移動制限
として ( , )， ( , ) を設定する．よっ
て，各節点の移動範囲として，式(13)，(14)，(15)のよう
に大小関係を定義する．つまり，図１０のように設計移
動領域を黄色の長方形内のみとして，始点・終点・隣接
点の位置を越えないこととする． 
 
  ,  (13) 
 
  ,  (14) 
 
  ,  (15) 
 
 
図１０ 設計領域 
 
（６）数値計算例 
初期モデルの設計データを表１，図１１に示す．最適
化計算としては，２段階シンプレックス法を用いた[7]． 
制 約 条 件 の 式 (13)(14)(15) の  ( , ) ，
( , ) をそれぞれ (500,200)，(1000,400) とし
て移動制限を設定する． 
 
 
図１１ 導風板の初期設計モデル 
 
表１ 初期設計変数値 
制御点 i 0 1 2 3 4
x( i ) 0 0 0 800 1600
y( i ) 0 320 640 640 640  
 
初期モデルの導風板および荷台にかかる空気抵抗力
と揚力を求めたものが表２である． 
 
表２ 初期モデルの空気抵抗力と揚力 
導風板 荷台
空気抵抗力 35.18 1.48
揚力 39.06 13.31  
 
最適化後の設計変数値を表３に，モデル全体に与える
抵抗力を表４に示す．また，図１２に初期設計での結果
を示す． 
最適化後の導風板上の空気抵抗力は最適デザイン前
より66%減少し，揚力は240%減少しダウンフォースが生
まれている．荷台上の空気抵抗力はあまり変化しないが，
揚力が80%増加している． 
 
表３ 最適化後の設計変数値. 
制御点 i 0 1 2 3 4
x( i ) 0 500 1000 1000 1600
y( i ) 0 0 200 400 640  
 
 
図１２ 最適化後のモデル 
 
表４ 最適化後の空気抵抗力と揚力 
導風板 荷台
空気抵抗力 12.09 1.27
揚力 -54.72 65.59  
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４． 斜面安定解析の内部すべり線最適化問題 
（１）内部すべり線モデルについて 
本研究では，基礎的なすべり線形状の解法を考えるた
め，最も単純な単一土質の無限長斜面をモデルとして扱
う．無限長斜面は図１３のように設計する．始点を  = 
0m，  = 3m，終点を  = 9m,  = 9mの横幅 9m，高
さ 6m と定義する．安定解析に用いるカラム柱の個数は
10 個として，すべり線を 11 分割する．すべり線の分割
点は B-spline 曲線の計算方法に基づいて定義する．斜面
上の分割点はすべり線の分割点と垂直な点に対応してい
る．基盤面は =2m の位置と仮定する．土質の湿潤密度
は 2kN/㎡，摩擦角を 30°，粘着力を 5kPaとする． 
 
 
図１３ 対象斜面モデル 
 
（２）従来の円弧すべり線での形状定義 
従来の手法では，すべり面の形状を円弧すべり面と仮
定して斜面安定解析が行われている．図１４は円弧すべ
り面での斜面安定計算の概念図である．この方法はすべ
り面を円弧と仮定し，中心点と半径を変化させ，安全率
が最小のすべり面を決定する．その際，斜面の外側に格
子を設けて，中心点を格子内で移動させる．中心点は格
子の全節点におけるモデルパターンで設計を行うために，
細かく格子を設けると計算時間は増加する欠点が生じる． 
本研究では，斜面安定解析に最適化の考えを応用し，
B-spline関数を用いて安全率最小化のすべり線を導く． 
 
 
図１４ 斜面安定計算図 
（３）B-spline曲線での設計変数 
設計変数は３点での２次 B-spline曲線の制御点 ，
 座標である．つまり，２次元問題なので設計変数の
個数は，(２×３)個の６個が必要となる．図１５の赤点
は制御点 ，  を表しており，黄点は制御点 ，
と対応する通過点を大文字の ，  で表して
いる．また，２次 B-spline 曲線の基底関数は図１６のよ
うに表される．３点での形状表現なので，２次の B-spline
曲線のみで計算可能である． 
 
 
図１５ 設計変数３点 
 
 
図１６ 2次 B-spline曲線の基底関数 
 
（４）目的関数 
目的関数は安全率の最小化を考える．本研究は滑動力
および抵抗力を求める際に，RBSM(Rigid Body Spling 
Model)を用いて，各カラム柱に対する力と斜面全体の力
を導く[8]．２次元斜面の場合，RBSMではカラム柱の側
面およびすべり線がバネで結合されていると仮定して，
エネルギーの計算を行う．本論文では，側面での計算方
法は割愛し，すべり線の計算を説明し，B-spline 関数の
適用方法を述べる． 
斜面を 10個のカラム柱に分割するので，カラム柱の幅
は
Hosei University Repository
となる．図１７の通過点 ,  は B-spline 関
数によって求める． 
 
 
図１７ カラム柱すべり面図 
 
すべり線の傾き  は次式のように表す． 
 
  
 (16) 
 
すべり線に対しての法線ベクトルは式(17) のように表
せる． 
 
 (17) 
 
同様に，接線ベクトルは式(18) と表すことができる． 
 
 (18) 
 
 マトリックスは以下のように表し，相対変位  は式
(19) のように整理できる． 
 
  
  (19) 
 
すべり線上の相対変位  と表面力  の関係を 
 
 ，  (20) 
 
とすると，すべり線上のエネルギー  は式(21)で表
せ，B-spline関数を用いて導くことができる． 
 
 (21) 
 
次に，目的関数である斜面全体の安全率を求める． 
すべり線での表面力  および  にカラム柱の横幅
をかけることによって，抵抗力  およびすべり力  
が導ける． 
 
   (22) 
 
   (23) 
 
 
図１８ すべり面に働く力 
 
したがって，単体でのカラム柱の安全率  は式(24) 
と表すことができる． 
 
 (24) 
 
ここで，  は摩擦角，  は粘着力，  は面積を表して
おり，2次元問題より  となる．この単体での安
全率を斜面全体に対して積分することで，斜面全体の安
全率が導ける．つまり，式(25) のように表せる． 
 
 (25) 
 
（５）制約条件 
制約条件は，斜面とすべり線を定義するための固定点，
設計領域を設定する．斜面形状を 
 
 ，  (26) 
 
 ，  (27) 
 
と定義する．また，基盤位置による制御点の設計領域は
次式になる． 
 
 (28) 
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制 御 点   は 始 点 で あ る 制 御 点
 の x座標を下回る場合と，終点である制御
点  の x座標を越える場合も，有用な形状
と考えないこととして制約する．つまり，式(29)，(30)
のようになる 
 
 ，  (29) 
 
 (30) 
 
したがって，図１９の黄色の制約領域内で制御点１を
移動させることになる． 
 
 
図１９ 設計条件領域 
 
（６）数値解析例 
最適化手法は，格子点法による多スタート局所探索法
を用いる．移動戦略は図２０のように１回の探索範囲内
を格子での移動として，４方向の中から最小な安全率の
方向を選択し，反復することにより最適解を導く方法を
考える．また，多スタート局所探索法も用いて，５つの
出発地点から最適解を決定する．本論文では，２つの場
合を紹介する．近傍移動範囲 ，  は共に  = 0.5，
 = 0.5とする． 
 
 
図２０  の探索方向 
 
出発地点  = (4.5,2) の場合，9回の探索によ
り最適解を導いた．最適解  (7.5,3) のとき，安全率
=1.062となる． 
 
 
図２１ 出発地点(4.5,2)と最適解(7.5,3)のすべり線 
 
 
図２２ 出発点(4.5,2)の探索過程 
 
 
図２３ 出発地点(4.5,2)の探索と安全率の関係 
 
図２２を見ると，(4.5,2) の出発点から y = 3 の方向に
探索し，x の正方向に移動している．図２３から３回目
の探索後の安全率は 1.1 以下を示しており，y = 3 に落
ち着いていることがわかる．また，探索方向が y→3 に
傾いていることもわかる． 
続いて，出発地点  = (9,8) の場合，14回の
探索により最適解を導いた．最適解 (7.5,3) のとき，安
全率  = 1.062 となる．  
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図２４ 出発地点(9,8)と最適解(7.5,3)のすべり線 
 
 
図２５ 出発点(9,8)の探索過程 
 
 
図２６ 出発地点(9,8)の探索と安全率の関係 
 
他の出発点 (9,2),(4.5,5) の場合も最適解は (7.5,3) と
導けるので，大域最適解は  = (7.5,3) のとき，
安全率  = 1.062 であることが分かる．探索方向を考
えると，最初の移動方向が y = 3 に向かって移動してい
ることから，y = 3 が谷になって傾いていることがわか
る．その後，x = 7.5 の方向に移動している．Y = 3 と y
≠3での安全率の値を比較すると，大きく差があり，y = 
3に移動すると安全率は落ち着く傾向がある． 
 
５． まとめ 
本研究では，形状最適化における形状定義に B-spline
関数を用いる方法を提案した．外部形状に対しての最適
化問題では B-spline曲線を用いることにより，複雑な曲
線を滑らかに表現することができた．また，B-spline関
数の特徴である局所的な制御により，有効な形状表現も
示すことができた．内部すべり線の最適化問題では，
B-spline 曲線により大域的な最適解を導くことができ
た．このことから，最小安全率を求めるために，すべり
線に B-spline 関数を適応し最適化を行った斜面安定解
析は，１つの方法として考えられる． 
以上により，外部形状および内部すべり線の最適化に
対して，B-spline関数を適用した結果，両問題において
最適解が導くことができた．最適化での形状定義方法と
して，B-spline 曲線を適応することができ，有用性があ
ることがわかった． 
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